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Dans ce projet, nous tentons d’implémenter un code C+-+ qui modélise ’écoulement d’un
fluide sur un maillage 2D. Pour cela, nous tentons de faire un solveur éléments finis pour
les équations de Navier-Stokes. La méthode est alors premiérement de faire un solveur pour
les équations de Stokes, ce qui correspond a modéliser les équations de Navier-Stokes sous
I’hypothése que notre fluide est de densité volumique trés faible, mais toujours incompressible.
Nous verrons donc en premiére partie la gestion du probléme pour les équations de Stokes, puis
le passage aux équations de Navier-Stokes générales, et enfin I'application au domaine de la
marche.

Pour modéliser ce fluide, nous implémentons une méthode d’éléments finis P2-Lagrange
pour la vitesse, et Pl-Lagrange pour la pression, et on gére la non-linéarité des équations de
Navier-Stokes par la méthode des caractéristiques rétrograde.



1 Le probléeme de Stokes

1.1 Le cadre théorique

Soit 2 € R? un polyhédre. Les équations de Stokes qui nous intéressent s’écrivent sous la forme

—vAu+Vp= fin Q
V. = 0in Q (1)
u =0 on OQ\I'
voobu—pn = Oon T

ot u = (uy,uz)’ : Q — R? est le champ de vitesse dans H' (Q)%, p: Q — R est la pression
dans L? () = {q € L*(Q) | [,a =0}, f = (f1, f2)" : @ — R? est un second membre quelconque
dans L2 (), v est la viscosité du fluide, et enfin n est le normale extérieur unitaire a €.

Pour cette partie, si I'on désire plus de détails, on peut consulter la référence [1], le livre
Mathematical Aspects of Discontinuous Galerkin Methods, de A. Ern et D. A. Di Pietro, chap.
6.

1.2 Formulation variationnelle et systéme linéaire

On pose :
U= Hjoro(Q)?, P:=12(Q), X :=UxP (2)
Les espaces U, P, et X sont alors des espaces de Hilbert pour les produits scalaires associés
aux normes : )
2
lolle = llelln oy = (Hoal o + ezl 3
1
lallp = llallz2), | (@) [|x = ([JullE +lll7)* (4)

On définit ensuite pour tout u,v € U et pour tout g € P, les formes bilinéaires :

a(u,v) := / Vu: Vv = / Vu,.Vu; + Vuy. Vs (5)
Q 0
L i 6’01 81)2
o) i= — [ oV = [ 45— [ 43" (6)

Et la formulation variationnelle du probléme de Stokes est alors :

Trouver (u,p) € X tels que :
va(u,v) +b(v,p) = [, fv,Yv eU (7)
—b(u,q) =0,Vq e P
Soit h > 0 le paramétre d’'un maillage 7,, composé de N, sommets, N, triangles, et IV, arétes.
Pour établir la formulation variationnelle discréte, il nous faut définir les espaces variationnels
discrets :

Uy =P (Th)? = {v e C° (Q) VT € Ty, vir € P* (1)} (8)

Py =P (Ty) ={q e C”(Q) VT € Th,qr € P' (T)} (9)

Une base de P! (7},) est alors 'ensemble des fonctions qui valent 1 en un sommet du maillage
et 0 sur tous les autres sommets et qui sont affines sur les triangles.
On a donc que : dim(P' (7)) = Ny =: N”! et on note (1;),;<yr1_, une base de cette espace.
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Une base de P? (75) est I'ensemble des fonctions qui valent 1 soit en un sommet du maillage,
soit au milieu d’une aréte et qui vaut 0 sur tout les autres sommets et tout les autres milieux
d’arétes et qui sont des polynomes de degré 2 sur les triangles.
On a donc que : dim(P?(7,)) = Ny + N, =: N'? et on note (yp;)
espace.

On a donc les équivalences suivantes qui nous améne de la formulation variationnelle discréte
au systéme linéaire :

0<j<nP2_p UNE base de cette

Trouver (uy, pr) € Xp, tels que :

I/a(umvh) + b(’l)h,ph) = fQ f’Uh, Yo, € Uy, (10)
—b(un, qn) = 0, Vg, € P

Trouver (uh pr) € Xh tels que :
1 i
= v [y Vu,. Vol 4+ Vu; Vi — fﬂph&c1 fnpha@ = [o el + [, VO<j< NP2 -1
Jothy s 48 = 0, YO < j < NPT — 1 -
11

On écrit ensuite up, u?, et p, dans les bases des espaces variationnels :

NP2

uﬁl = Z ulhdgoé-,l =1,2 (12)
§=0

NP1

> ot (13)
=0

En notant :
1 2 ¢ 2% NP2 NP1
U= <(uhvﬂ')os]‘3NP2  (Uhg)ocjenre (ph,i)ongNH) €R (14)
On a P2 ArP1
Trouver U € R¥*N "+N"" tel que :
vRigy 0 D,
11 1
1) = 0 vRigy Dy |U=F (15)
Dt D; 0
ou :
Rig, = (/ wﬁw;) 1=1,2 (16)
Q 0<i,j<NP2-1
0}
D= (—/Qq/;j axl)ogwm_l =12 (17)
0<j<NP1_1

) (</ f¢}> ’(/ fs@?) ’(O)0<j<NP11> (18)
@ 0<j<NP2_1 Q 0<j<NP2_1

Pour cette partie, si 'on désire plus de détails, on peut consulter la référence [1], le livre
Mathematical Aspects of Discontinuous Galerkin Methods, de A. Ern et D. A. Di Pietro, chap.
6.



1.3 Implémentation
1.3.1 Assemblage du systéme linéaire

Pour résoudre numériquement le systéme linéaire (15), il nous faire une légere modification sur
le probléme variationnel (10). Cette modification consiste a rajouter un terme de masse pour
la pression comme ceci :

Trouver (up,pn) € Xj tels que :
va(up, vy) + b(vn, pr) = fQ fon, Yo, € Uy (19)
—b(un, qn) — € Jo anpn = 0, Vg, € Py

oll € est un paramétre voué a étre petit, au sens ou il existe un résultat qui stipule que
lorsque e — 0, la solution du probléme variationnel (19) tend bien vers la solution du probléme
variationnel (10).

Pour davantage sur ce résultat, on peut consulter la référence |2|, Finite Element Methods
for Navier-Stokes Equations, V. Girault et P.-A. Raviart, chap. 1§ 4.3.

Cette modification vas alors se traduire de la maniére suivante sur notre systéme linéaire :

Trouver U € RNV el que :
VRigl 0 D1
0 VR?;gg DQ U=F
Dt DY —eMass

(19) = (20)

ol tout est identique & la situation précédente, avec :

Mass = </Q ?Pi%’) (21)
0<ij<NP1_1

Enfin, pour résoudre ce probléme, il nous faut étre capable de calculer les fonctions de
formes P? et P! sur n’importe quel triangle du maillage 7j.

Pour cela, on vas calculer ces fonctions de formes sur un triangle de référence puis calculer
la transformation affine qui envoie ce triangle de référence sur un triangle de notre maillage.

Le triangle de référence est le triangle T" composé des trois sommets 7o = (0,0),7; =
(1,0),75 = (0,1). On a alors, au vu de la définition des fonctions de formes P!, les résultats
suivants :

(

o~

Yo (21, 22) =1 — 21 — 29, VIZOZ 1
@/0\1 (5E1,$2) =T ) V@/b\l = <(1)> (22)
122 (5617132) = T2 ) V@ = <(1)>

\

Et du dessin suivant, on tire les expressions des fonctions de formes P? sur T,



1y, =0

Y, =05

Yo=05
Y, =05

¥, =0

Xo

Yo =0

Figure 1: Triangle de référence et isovaleurs des fonctions de formes P!

qui sont :

( Bo=10 (200 —1) , Vo= 4Vdho — Vo
Pr=11 (201 —1) V@ =4 Vi — Vi
Pr=1h (22— 1) | Vs = 4pyVihy — Vi,

Py =401, V@s =4 (Vo + %oVih
Pu=4Ubs V3L =4( Vit + 91 Vi
Bs = dihathy V@i =4 (Vihathy + 12 Vil

On dispose ainsi des fonctions formes et de leur gradient sur le triangle T. 1 nous faut main-
tenant expliciter pour chaque triangle du maillage, la fonction affine qui envoie le triangle T
sur le triangle quelconque du maillage.

Soit donc T' € T}, de sommets xg, z1, xo. On cherche une fonction Fr de la sorte :

{ Fr <f> =7 (24)

vz e T, Fr (%) = BrZ + ar

En particulier, on a I’équivalence suivante :
Vi = 0,1,2, Fr (fz) =x; < Br= (Il — $0|.T2 — SL’(]) , ar = Xy (25)

Et donc la transformation Jr est entierement déterminée par les sommets de 7',

Fr est alors une bijection de T dans T" dés que T est non-dégénéré, et on a : |Jac (Fr)| =
|Br| = %

Nous expliquons ensuite comment utiliser cela pour calculer les coefficients dans les blocs
de la matrice du systéme linéaire (20). Nous traitons ici le cas des fonctions de formes P2, i.e.
les termes du bloc Rig, qui sont les plus éxotiques, les autres termes se traitent similairement
mais en plus simples encore.

Soit 0 < i, < NP2 —1, on veut calculer [, V¢;Ve;. On commence par remarquer que les
supports de ¢; et ¢; ne sont pas disjoints si et seulement si les noeuds ¢, j sont commun a au
moins un triangle. Ce qui a pour conséquence que notre matrice va étre creuse, et par la méme



beaucoup plus rapide a construire que par une simple boucle imbriquée dans une autre sur le
nombre de nceuds du maillage.

En effet, la stratégie se résume a boucler sur les triangles du maillage, et pour chaque
triangle a calculer la matrice élémentaire 6 X 6 qui contient les contributions de chacun des
6 nceuds du triangle les uns contre les autres, et & ensuite ré-injecter ces coefficients dans la
matrice Rig en regardant les numéros des 6 nceuds du triangle sur le maillage.

Il nous faut donc en réalité calculer : fT Vo;Vy; pour T' € T}, et pour ¢, 7 des numéros de
noeuds du triangle 7. Pour cela on utilise une formule de quadrature qui est exacte sur les
polynomes de degré inférieures ou égales a 4. On a :

/T Vioi(2) Vg, (x)dr = / Vi (Fr(®) Vo, (Fr(@)) |Jac (Fr)| d&

— By / Vi (Fr(3)) Vo, (Fr(@)) di

_ Tl

NG =T Z wp Vi (Fr(ax)) Vo; (Fr(ay))

= [T Z wiVe; (Fr(ar)) Ve (Fr(ak))
ot les (w;)j—o,. 6 sont les poids d’intégrations associés aux (a;);—o,. ¢, les points d’intégrations
calculés sur le triangle de référence 7T'. Il nous faut maintenant ramener les calculs des ¢; sur le
triangle de référence. Pour cela, on établit le lien suivant entre les fonctions de formes ¢; sur
le triangle T' et les ¢; sur le triangle de référence T :

wi(r) = 0i(7)
= @i (Fr'(2))

Donc on a :
Vei(z) = Jac (F7') V@i (@) (26)
= B;'V§i(3)
Alinsi, on reprends le calcul précédent, et on a :
6
/ Voi(a)Vs(@)de = |T|'S we BV @@ By Ve @) (27)
T k=0

Par le méme genre de calcul, on a pour les blocs Dy, Dy et Mass :

dp; .~ .
/ Vige LAY > wpj(@) (Br'V@;@)) 1), vo<i < NP2 =1, v0 < j < NP —1,1=1,2
k=0

6
/T Vi) (x) = [T withs(@)d; (@), ¥o <i,j < NP' -1
k=0

On a donc tout ce qu'il nous faut pour assembler le systéme linéaire (20) et le résoudre.
Seulement, on peut remarquer que dans la formulation variationnelle (19), on ne traite pas les
conditions aux limites du probléme (1). C’est que 'on vas faire maintenant directement sur
notre systéme linéaire assemblé (20).



1.3.2 Gestion des conditions aux bords

Dans un premier temps, on explique comment passer du probléme (1) avec des conditions de
bords de type Dirichlet homogeéne sur OQ\I" & des conditions de Dirichlet non homogéne sur
OO\I'. Pour cela on regarde le nouveau probléme suivant :

—vAu+Vp= fin
V. = 0in Q

u = g on OQ\I'
vo,u—pn = 0Oon T

(28)

ou les données sont exactement les mémes que pour le probléme (1) et g est une fonction
donnée connue qui modélise le comportement imposé au fluide sur un bord de notre domaine.
Dés lors, si on note u, un relévement de u sur 2 pour la condition de bord sur JQ\T, i.e.
une fonction qui est nulle partout sauf sur OQ\I' ou elle vaut exactement g. On voit alors que
w = u — u, satisfait le probléme (1) :

—vAw+Vp= finQ
V.w = 0in Q

w =0 on OQ\I'
vo,w—pn = 0onl

On a donc la formulation variationnelle pour w qui est exactement (7) :

Trouver (w,p) € X tels que :
va(w,v) +b(v,p) = [, fv, Yo e U
—b(w,q) =0,Vqg € P
Trouver (u,p) € X tels que :
> ¢ va(u,v) +b(v,p) = [, fv+ra(ug,v), Yo e U
—b(u, q) = —b(uy, q), Vg € P

Ainsi, la gestion de la condition de Dirichlet non homogéne sur le bord 9Q\I" se traduit par
un changement de second membre dans notre systéme linéaire.

Pour ¢; une fonction de forme P? d’un nceud du bord 9Q\T', et ¢; une fonction de forme
P! d’un noeud du méme bord, on a :

G(Ug,goj):/QVug:V@j: V93V<Pj:/1V91V90j+/2Vg:Vg0j

AO\D

—b(ug, ;) :/Q@z)iv.ug: @w.g:/EZ1 %v'ﬁ/eg AV

OO\

ol e}, €7 et e;,e? sont les deux arétes du support de p; resp. ¢); avec éventuellement ¢; = 0
sur I'une des deux si on est sur le milieu d’une aréte.

Alinsi, une premiére stratégie serait de boucler sur les arétes qui sont sur le bord, aprés les
avoir judicieusement identifiées, de calculer les deux contributions des fonctions de formes et de
les injecter a la bonne place du nceud concernés dans le second membre. Un des problémes de
cette méthode, qui n’a pas de grande conséquences, est que la fonction g est a priori quelconque,
voir trés irréguliére, et que donc lorsqu’on va vouloir calculer ces intégrales, une vrai question se
pose vis a vis de la méthode de calcul. Quelle quadrature utilisée 7 Quelle est alors 'erreur de
I'utilisation de cette quadrature en fonction de la régularité de g 7 Ces questions ne sont en soi

pas un probléme, mais pour des raisons de simplicité, on préfére employer une autre stratégie.
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On évite donc ces questions, et on implémente une méthode plus simple qui prend en compte
ces contributions, la méthode Terrible Giant Value (TGV).

Cette méthode consiste & assembler son systéme linéaire sans se poser de questions et a

le modifier aprés assemblage de la maniére suivante. On repére en amont les nceuds du bord
) ”» .. . OO\
concernés par la condition de Dirichlet non homogeéne, notons les ( \
J 0<j<NOT 1
remplacer toutes les valeurs diagonales des blocs Rigy, et Rigs associées a ces nceuds par une

TGV, par exemple TGV = 10%, i.e. (Rig))n,n, <— TGV pour 0 < j < N*A\'— 1. On vas

également modifier le second membre en rentrant les valeurs (T GV x g (a:?ﬂ\r» st
0<j<N -1

, et on va

N OO\
a 'emplacement des noeuds (x \ ) .
J OS_]'SNBQ\Ffl

En résume, nous sommes désormais totalement capable de calculer la solution du probléme
de Stokes (28).

1.4 Résultats numériques

On présente ici les graphs obtenu pour le probléme de Stokes sur le domaine de la marche avec
une viscosité v = 1/100 et 1/400.

Figure 2: Vitesse et pression v = 1/100, C++ VS FF++
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2 Le probléme de Navier-Stokes

2.1 Le cadre théorique

Pour établir correctement le passage algorithmique des équations de Stokes a celles de Navier-
Stokes, il nous faut revenir sur le formalisme mathématiques qui permet d’établir ces équations.
Pour ce projet, on fait 'hypothése que le domaine €2 est invariant en temps.

En perspective Lagrangienne, on repére une particule par le difféfomorphisme suivant :

Q— Q

xo —x = x(T0,1,t0) (29)

X('7t7t0) :

qui caractérise la position au temps t de la particule partie de z¢o en ¢ = 0. Ainsi, la

trajectoire de cette particule est la courbe {X(xo,t,to)}te[o 7). et la vitesse Lagrangienne est
alors :

w(z,t) = u(x(zo, t,to),t) = %(xo,t,to) (30)

Et sous ce formalisme, le calcul de I'accélération Lagrangienne se fait par la formule dites
formule fondamentale d’Euler pour 'accélération des fluides :

y(x, t) = %(w,t) = %(ﬂf,t) + (u(z,t).V)u(z, t) (31)

Ainsi, si on considére un fluide visqueux incompressible Newtonien, de densité volumique
constante en temps et en espace, on a l’équation du moment suivante issu de principe fonda-
mentale de la dynamique :

du
Pat
ol p dénote la densité volumique, o le tensor le tenseur des contraintes de Cauchy, et f la
force extérieur auquel le fluide est soumis.
Hors pour un fluide visqueux incompressible Newtonien, il se trouve que le tenseur des
contraintes de Cauchy peut s’écrire sous la forme :

(x,t) = div(o(z,t)) + f(z,t), V(z,t) € Q2 x[0,T] (32)

o(z,t) = —p(x,t)Id + 2vD(u(z,1)) (33)



ol p désigne la pression, v la viscosité, ici supposée invariante en temps et en espace, et
D(u(z,t)) = 5(Vu(z,t) + (Vu(z,t))").

Aprés calcul et prise en compte de la condition d’incompressibilité du fluide, on établit les
équations de Navier-Stokes sous leurs formes la plus générale :

{ p(2+ (uV)u) =-Vp+vAu+ f (34)

Vau=0

Ainsi, le terme de gauche de la premiére équation provient de l'accélération Lagrangienne,
et le terme de droite —Vp + vAwu provient du tenseur des contraintes de Cauchy.

On remarque que bien évidemment, lorsque p est proche de 0, on retrouve les équations de
Stokes traitées en premiére partie.

La différence fondamentale entre les deux, lorsque p n’est pas 0, est que 'accélération
Lagrangienne contient un terme non linéaire en la vitesse, (u.V) u, ce qui complique énormément
le probléme d’un point de vu analyse mathématiques d’'une EDP. On note, pour illustrer la
difficulté du probléme, que la question de 'unicité et de I'existence de solutions des équations
de Navier-Stokes, pour un domaine en trois dimensions, fait encore parti a ’heure actuelle d’un
des sept problémes du prix du millénaire récompensé d’un million de dollars par I'institut Clay
pour celui ou celle qui saurait y donné une démonstration ou un contre exemple.

Nous allons nous ici, gérer ce terme de non-linéarité par la méthode des caractéristiques
rétrograde pour résoudre une équation de transport. C’est ce a quoi on s’attarde dans le
paragraphe suivant.

2.2 De Navier-Stokes a Stokes par la méthode des caractéristiques
rétrograde
Pour plus de simplicité, on considére que le fluide a une densité volumique constante égale a

1, i.e. p =1, et qu’il n’est soumis & aucune force extérieur, i.e. f = 0. On réécrit alors les
équations de Navier-Stokes sous la forme :

%—i—(u.V)u—VAu—l—Vp: 0,in Q x [0, 7]

V.u = 0,in Qx[0,T]

u =g, on 0OQ\I' x [0,7] (35)
vo,u — pn = 0,onI x[0,7]
u = g, in Q x {0}

On va alors subdiviser 'intervalle [0,7] en N sous-intervalle de temps, t, = ndt, pour
0<n<N\, aveC(St:%.
On note u™! et p"*! les solutions de Navier-Stokes au temps t,1, on a :

S Q0 — R?

T ax = oulz,t,
(@t -

oL Q—-R

T p(xvtn-i-l)

sont les solutions des équations de Navier-Stokes que ’on réécrit sous la forme suivante en
utilisant ’accélération Lagrangienne :

du;:l i VAun+1 + Vpn+1 = 0 , in 0 x {tn+1}

Vot = 0,in Qx {tp41} (37)
ynt! =g,on 8Q\F X {tn-i—l}
I/anun+1 _ pn+1n = 0 , On F X {tn-i-l}
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On discrétise alors le terme non-linéaire caché dans ’accélération Lagrangienne en le rem-
placant par un quotient différentiel d’ordre 1 :

dunJrl Un+1(1'n+1) _ un($n+1)
Seulement, dans le formalisme Lagrangien par lequel les équations ont été établies, la posi-
tion x, 1 de la particule de fluide dépend elle méme du temps par le difféomorphisme x. En
effet, on a :

u”(an) =u (X(mn-i-la tn-i-la tn-l-l)a tn) (39)
oll y est solution de I’équation de transport rétrograde suivante :

dx
dt (In—i-lat tn-‘rl) =u" (X(xn—&-l; t tn-i-l)) (40)
X(Tnt1s bttt tug1) = Tnga

Ce qui signifie que, le long de la caractéristique {X(2n41,%, tnt1) bectn, la vitesse u" est

constante, et donc, on a :

tnt1]s

u"(xm_l) = U(X(xn—i-htmtn—i-l)’tn) (41)

Il nous faut donc connaitre le pied de la caractéristique au temps t,, i.e. d’oll est parti la
particule qui est au temps t,,.1 en la position x,, 1.
Pour cela, on explicite la solution de I’équation de transport (40) :

tn+1
X(Tnt1, ttngn) = Tpga — / u" (X(Tni1, 8, tnt1)) ds (42)
t

et comme u" est constante le long de la caractéristique {x(@p41,%, tns1) bcftn, on a:

tn+1]7

X(xer+17 tn7 tn+1> = Tp+1 — otu” (X(xTL+17 tn+17 tn—i—l))

= Tpy1 — Otu" (1)

Donc si on sait dans quel triangle se trouve z,, .1, on peut calculer la position au temps t,, de
la particule qui est en x, .1 au temps t,.1, pour ensuite déterminer a son tour de quel triangle
est parti cette particule au temps ¢, pour calculer u"(x,1).

Ainsi, dans (37) lorsqu’on remplace l'accélération Lagrangienne par le quotient différentiel
dans la premiére équation, on obtient que (uy,+1,pas1) est solution de :

n

A 4 Vprtt = o iy O x {tgq )

u— 3t
V.t = 0,in Qx {ty41} (43)
Yy =g ,on OO\I' x {t,41}
Vanun—i-l _pn+1n — O , on F X {tn+1}

ol le second membre de la premiére équation est désormais complétement déterminé par la
résolution de la méme EDP au temps t,,.

Ainsi, lorsqu’on établie la formulation variationnelle de (43), on retrouve la méme formula-
tion variationnelle que pour le probléme de Stokes, i.e. (7), a ceci prés de I'ajout d'une forme
bilinéaire issu de la discrétisation du terme non-linéaire de Navier-Stokes. En reprenant les
mémes notations que dans la premiére partie sur le probléme de Stokes, on a :

Trouver (u"™!, p"™) € X tels que :
=m(u"tt v) + va(u" v) + b(v, p"t) = < [ (Wm0 x") v, Vo e U (44)
—b(u"*! Q)—O quP
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ot m est la forme bilinéaire définie par :
U? =R
(u,v) = [ uv

On va donc pouvoir traiter le probléme de maniére similaire qu’a la formulation variation-
nelle pénalisée (19) :

(45)

Trouver (up ™!, pi™") € Xj tels que :
1 n+1 n+1 n+1 1 n n
sm(up ™ vp) +va(up ™ vp) + b(vppp ) = 5 [, (W o ™) v, Yy, € Uy (46)

_b(u;fﬂ, Qh) - ng thz+l = 07 VQh € Ph

Et on va alors obtenir le systéme linéaire suivant :

Trouver Unt! € RZNTHN™! o] que -
L Mass, + vRig 0 D,
46) <— 5t . 47
(46) 0 =Massy + vRigs D, ygrtl = prtl (47)
Dt D} —eMass
ol :
n n n 7 t
Ut = (<“hzl1)0§i§NP2—1a (thlz)ogz‘st—l» (phII)OSiSNm—l) (48)
et :
Fn+1 _ i n n ) i n n ) 0
= 5t (uy o X™) @i '\ 5z (uy 0 X") @i S ( )Ogjnglfl
Q 0<i<NP2_1 Q 0<i<NP2_1
(49)

avec bien évidement les matrices blocs Mass, et Mass, sont similaire & Mass mais pour
la dimension N2,

Explicitons désormais le calcul des intégrales dans le second membre. Bien évidemment, la
stratégie est encore la méme, on boucle sur les triangles, et on calcule les contributions de tous
les noeuds P? du triangle concerné que 'on injecte au bon endroit dans notre second membre.
Il nous faut donc étre capable de calculer, pour T' € T, :

6

/T (uf o X" i = |T| Y wic (uf o X™) (an)pilan) = 1TV Y wilu o x™(ar)) 05 (X" (ax)) pilar)

k=0 k=0 j=0

Et grace a une quadrature sur le triangle de référence T que 'on rameéne a notre triangle T’
par la transformation affine F7, on est en mesure de calculer la position des a; dans T

Seulement, comme on l'a expliqué précédemment, pour calculer u} o x"(a;), il faut savoir
dans quel triangle était le point x"(a;) au temps t,.

Pour cela, on peut, connaissant les coordonnées de a;, essayer de trouver le triangle pour
lequel deux au moins de ses systémes de coordonnées barycentriques donnent des coordonnées
positives pour x"(a;). La premiére stratégie serait alors de boucler sur la totalité des triangles et
de tester deux systémes de coordonnées barycentriques pour chaque triangle. Malheureusement,
cette boucle prendrais numériquement trop de temps.

Une autre stratégie est de comprendre que 1'on dispose de la vitesse en chaque triangle au
temps t,, et que donc si on choisit un pas de temps suffisamment petit, i.e. 0 < dtmax(u™) <
max(h) ou h désigne par exemple la longueur de la plus grande aréte du maillage, la particule
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d’un temps & un autre ne devrait aller que d’un triangle & un de ses voisins. Autrement dit, q;
est, au temps t,, dans un triangle voisin & celui dans lequel il est au temps ¢,,1. Seulement,
on aboutit alors & une méthode ou le pas de temps est déterminer par la finesse du maillage,
ce qui peut poser des problémes pour avoir un temps de résolution acceptable.

La bonne stratégie réside dans I'idée qu’on connait les coordonnées du point recherchés :

X"(a;) = a; — otu” (a;) = a; — §tZu” (@) ; o5 (ar) (50)

J=0

On peut donc partir du triangle T', regarder les voisins de T' et chercher si notre point est
dans un triangle voisin, sinon on prends le triangle voisin a 7" qui a le sommet qui minimise la
distance & x"(q;), et recommencer avec les voisins de ce triangle. On adopte ici, un stratégie
légérement différente, en effet cette méthode requiert de construire un tableau qui & un triangle
associe ses triangles voisins, on a ici opté pour un tableau légérement différents qui consiste a
associer a un numéro de nceuds du maillage, tout les triangles qui partagent ce noeuds. Ainsi,
au lieu de passer au triangle qui a comme le sommet qui réalise le minimum de la distance a
X" (a;), on passe directement a ce point et on regarde aprés coup, tout les triangles qui partagent
ce nceuds comme sommet.

En résumé, nous avons désormais couvert toute la technicité mathématique et algorith-
mique nécessaires a 'implémentation du probléme de Navier-Stokes. Nous allons désormais
voir ’application de cette méthode a un cas particulier.
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3 Mentions spéciales sur 'implémentation

Nous allons dans cette partie, donner une idée des problémes algorithmiques rencontrés lors
de I'implémentation de la méthode éléments finis P2-P! Lagrange pour le probléme de Navier-
Stokes.

3.1 Les noeuds P2

Pour résoudre ce probléme, il faut quoiqu’il arrive générer un maillage de triangle de notre
domaine, qu’on utilise un générateur de maillage ou qu’on en code un petit soi méme, on se
retrouve inévitablement avec un fichier de maillage qui dit quel point & quel numéro et quelles
coordonnées et qui dit de quels points sont constitués les triangles. Cependant, pour faire du
P2-Lagrange, il est nécessaire d’avoir les mémes informations concernant les milieux des arétes.
Il nous faut donc associer un numéro a chacun des milieux des arétes, ou de maniére équivalente
a chaque aréte, et ce de maniére unique et consistante avec la numérotation des sommets des
triangles (ici, on continue juste la numérotation). Pour ce faire, on vas parcourir les triangles
et ranger les arétes dans des classes définies par : "Deux arétes appartiennent & la méme classe
si et seulement si elles ont le méme plus petit numéro de sommet dont elles sont constituées."
Alinsi, pour savoir si 'on a déja numérotée une aréte, il suffit de parcourir sa classe au lieu de
toutes les arétes que 'on a déja numérotées. Qui plus est, toutes les arétes que 1’on trouvera une
deuxiéme fois dans I'algorithme seront exactement les arétes a l'intérieur du maillage, et celles
qu’on aura trouvées qu’une seule fois seront exactement celles qui sont sur le bord du maillage,
ce qui est nécessaire de connaitre pour implémenter les conditions aux bords du probléme.

3.2 L’importance du calcul différentiel

Le bug dans ce projet que I'on a le plus de mal a débugger était un bug de calcul différentiel dans
la formule (26). En effet, le calcul du jacobien de la transformation affine fait apparaitre une
opération de transposition de la matrice qui est dii a la maniére méme de calculer un jacobien.
Alinsi, en ayant pas assez détaillé les calculs, cette formule est resté fausse car il n’y avait pas la
transposition et cela changeait beaucoup de choses dans les coefficients de la matrice tout en ne
changeant pas les propriétés "test" que peuvent présenter les matrices de masse et de rigidité.

3.3 La sortie de maillage

Dans le probléme de Navier-Stokes, lorsque ’on assemble le second membre grace a la méthode
des caractéristiques rétrogrades, il nous faut retrouver dans quels triangles sont passés les points
de quadrature qui se sont décaler par la formule (50). On a déja expliquer la stratégie & adopter,
cependant il y a un probléme qui n’a pas été expliqué qui se souléve lorsque précisément ces
nouvelles coordonnées de points sortent du maillage. Il faut alors détecter que ce point est en
dehors du maillage, et au lieu de prendre ses coordonnées on vas prendre les coordonnées du
point du bord qui est le plus preés, qui correspond le plus souvent a la projection orthogonale,
mais pas toujours car comme notre maillage est un domaine polygonale, il y a des points du
bord ou la normale n’est pas définie, ou mal définie, le cas échéant il faut prendre le sommet
P! le plus proche. Pour détecter qu'un point est sorti du maillage, dans notre algorithme de
recherche du triangle au quel il appartient, on le sait si une fois qu’on a parcouru tout les
triangles qui partagent un méme point et qu’on passe au sommet qui est le plus proche on
est encore au méme point du maillage. Dés lors, on peut calculer le point du maillage le plus
proche.
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4 Application de la méthode sur la marche

4.1 Description du domaine et de son bord

Le domaine d’étude ) est une marche descendante de hauteur % dans un canal de hauteur 1.

Figure 4: Domaine de la marche

Vis a vis de notre probléme, on y impose des conditions de Neumann sur le bord I' de sorti,
i.e. vO,u —pn = 0, une condition de Dirichlet parabolique horizontale de vitesse maximal
unitaire sur le bord d’entrée, et des conditions de Dirichlet homogéne sur le reste du bord. Le
fluide & modéliser est régit par les équations de Navier-Stokes, avec une viscosité v, on a donc
le probléme suivant :

Q4 (uV)u—vAu+Vp= 0,in Q x[0,7]

ot
V.u = 0,in Qx[0,7]
u = u, , on OO\I" x [0, T (51)
vO,u — pn = 0,onI[x|[0,T]
u = u,in 2 x {0}
ou :
OO\T x [0, T — R?
W gy o (o) 2
avec :

OO\I' - R (53)
(ZEl, 172) — —16(1‘2 — 1)(1’2 — %)]l{xl:()}

4.2 Le cas qui fonctionne assez bien

Pour une viscosité v = 1, on obtient avec le code C++ un résultat trés similaire pour la vitesse
a celui de FreeFem-++- bien que les valeurs extrémales ne soient pas les mémes, les pressions
devraient ne différées que d’une constante mais ce n’est pas le cas car FreeFem-++ calcule la
pression de maniére différente de notre code C++. On obtient les graphs suivant :
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Figure 5: Vitesse et pression v = 1,t =0, C++ VS FF++
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Figure 7: Vitesse et pression v = 1,1 = 0.2, C++ VS FF++
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On notera également que les temps d’exécution ne sont pas les mémes, FF+4-+ est plus rapide
que le code C++. Cela est principalement di a la fonction qui calcule le second membre pour
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Navier-Stokes qui n’est pas optimale et qui a stirement encore quelques bugs de calcul.

4.3 Le cas qui fonctionne moins bien

N

En effet, si on diminue la viscosité & v = 0.1, on obtient déja des solutions qui différent de
beaucoup apreés quelques pas de temps a celles de FF-++-. Voici les graphs :

Figure 8: Vitesse et pression v = 0.1,¢ =0, C++ VS FF+4+
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Figure 9: Vitesse et pression v = 0.1,¢t = 0.3, C++ VS FF++
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Figure 10: Vitesse et pression v = 0.1,t = 0.6, C++ VS FF++
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