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Exercice 1 (Théorème de trace). Soit Ω ∈ Rd un ouvert borné de classe au moins C1 et n le
champs de vecteur normal à ∂Ω dirigé vers l’extérieur de Ω. Montrer que l’application suivante

γ1 : H2(Ω) ∩ C1(Ω) −→ L2(∂Ω) ∩ C0(∂Ω)

u 7−→ ∇u · n|∂Ω

se prolonge par continuité en une application linéaire continue de H2(Ω) dans L2(∂Ω). En par-
ticulier, il existe une constante C > 0 telle que pour toute fonction v ∈ H2(Ω), on a∥∥∥∥ ∂v∂n

∥∥∥∥
L2(∂Ω)

≤ C‖v‖H2(Ω)

Exercice 2 (Densité et théorèmes de trace). Soit Ω ⊂ Rd un ouvert borné de classe au moins
C1.

1. Soient u,v ∈ C1(Ω)∫
Ω

u(x)
∂v

∂xi
(x) dx+

∫
Ω

v(x)
∂u

∂xi
(x) dx =

∫
∂Ω

u(x)v(x)ni(x) ds. (3.1)

Montrez que cette identité est encore vraie pour u,v ∈ H1(Ω).
2. Soient u ∈ C2(Ω) et v ∈ C1(Ω)∫

Ω

v(x)∆u(x) dx+

∫
Ω

∇u(x) · ∇v(x) dx =

∫
∂Ω

v(x)∇u(x) · nds. (3.2)

Montrez que cette identité est encore vraie pour u ∈ H2(Ω) et v ∈ H1(Ω).

Exercice 3 (Formulation variationnelle).
1. Étant donné une constante α > 0 , et une fonction f ∈ L2(0, 1), proposez une formulation

variationnelle pour le problème suivant :−
d2u

dx2
+ α

du

dx
+ u = f sur ]0, 1[

avec u(0) = u(1) = 0.

2. Montrez que cette formulation variationnelle admet une unique solution.

Exercice 4 (Formulation variationnelle : condition de Robin/Fourier). Soit Ω ∈ Rd un ouvert
borné de classe au moins C1.

1. Étant donné une constante γ > 0 , f ∈ L2(Ω) et g ∈ L2(∂Ω), proposez une formulation
variationnelle pour le problème suivant :

−∆u+ u = f dans Ω

∂u

∂n
+ γu = g.
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2. Montrez que cette formulation variationnelle admet une unique solution.

Exercice 5 (Formulation variationnelle : Diffusion-convection). Soit Ω ∈ Rd un ouvert borné
de classe au moins C1, α et γ des fonctions régulières de Ω dans R, b une fonction régulière de
Ω dans Rd et f ∈ L2(Ω). Supposons que pour tout x ∈ Ω, 0 < α∗ < α(x).

1. Proposez une formulation variationnelle pour le problème suivant :{
−div(α(x)∇u(x)) = f dans Ω

u|∂Ω(x) = 0 sur ∂Ω.

Montrez que cette formulation variationnelle admet une unique solution.
2. Supposons que b est à divergence nulle et que 0 ≤ γ(x) pour tout x ∈ Ω. Proposez une

formulation variationnelle pour le problème suivant :{
− div(α(x)∇u) + b · ∇u+ γ(x)u = f dans Ω

u|∂Ω(x) = 0 sur ∂Ω.

Montrez que cette formulation variationnelle admet une unique solution.
3. Supposons que 0 ≤ γ(x)− div(b)(x)/2 pour tout x ∈ Ω. Proposez une formulation varia-

tionnelle pour le problème suivant :{
−div(α(x)∇u) + b · ∇u+ γ(x)u = f dans Ω

u|∂Ω(x) = 0 sur ∂Ω.

Montrez que cette formulation variationnelle admet une unique solution.
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