Formulations
variationnelles

Exercice 1 (Théoréme de trace). Soit 2 € R? un ouvert borné de classe au moins C! et n le
champs de vecteur normal & 02 dirigé vers l'extérieur de €2. Montrer que ’application suivante

"M HQ(Q) ﬂCl(ﬁ) — LQ(BQ) ﬂco(m)
ur— Vu - nlsq

se prolonge par continuité en une application linéaire continue de H?(Q) dans L?(92). En par-
ticulier, il existe une constante C' > 0 telle que pour toute fonction v € H?()), on a

ov
on
Exercice 2 (Densité et théorémes de trace). Soit © C R? un ouvert borné de classe au moins

ch.
1. Soient u,v € C*(Q)

< Clvll a2

L2(8%)

ov ou
/Qu(:v)axl (z) dx +/Qv(x) oz, (x)dx = /69 u(z)v(x)n;(x) ds. (3.1)

Montrez que cette identité est encore vraie pour u,v € H LQ).
2. Soient u € C?(Q2) et v € C}(Q)

/Qv(a:)Au(x) dz + /Q Vu(z) - Vo(z)de = /8 v(z)Vu(z) - nds. (3.2)

Q

Montrez que cette identité est encore vraie pour u € H?(Q) et v € H* ().

Exercice 3 (Formulation variationnelle).
1. Etant donné une constante a > 0 , et une fonction f € L?(0, 1), proposez une formulation
variationnelle pour le probléme suivant :

d? d
—ﬁ—i—aﬁ—&—u:fsur]o,l[
avec u(0) = u(1) = 0.
2. Montrez que cette formulation variationnelle admet une unique solution.

Exercice 4 (Formulation variationnelle : condition de Robin/Fourier). Soit £ € R% un ouvert
borné de classe au moins C*.
1. Etant donné une constante v > 0 , f € L*(Q) et g € L?(99), proposez une formulation
variationnelle pour le probléme suivant :

— Au+u = f dans Q

o
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2. Montrez que cette formulation variationnelle admet une unique solution.

Exercice 5 (Formulation variationnelle : Diffusion-convection). Soit € R? un ouvert borné
de classe au moins C', a et v des fonctions réguliéres de  dans R, b une fonction réguliére de
Q dans R et f € L?(2). Supposons que pour tout € Q, 0 < o* < a(z).

1. Proposez une formulation variationnelle pour le probléme suivant :

—div(a(z)Vu(z)) = f dans Q
ulga(r) =0 sur 9.

Montrez que cette formulation variationnelle admet une unique solution.
2. Supposons que b est a divergence nulle et que 0 < v(x) pour tout x € . Proposez une
formulation variationnelle pour le probléme suivant :

—div(a(z)Vu) +b - Vu+y(x)u=f dans
uloq(x) =0 sur 0f).

Montrez que cette formulation variationnelle admet une unique solution.
3. Supposons que 0 < y(x) — div(b)(z)/2 pour tout € Q. Proposez une formulation varia-
tionnelle pour le probléme suivant :
—div(a(z)Vu) +b-Vu+vy(x)u=f dans Q
uloq(z) =0 sur 0f).

Montrez que cette formulation variationnelle admet une unique solution.
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